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一种频域谱均衡自调整迭代优化算法

罗中良，蓝　燕，陈治明
（惠州学院电子科学系，广东 惠州 ５１６００７）

摘　要：传统的频域自调整算法直接对频谱进行运算，不利于对信号的噪声分离。该文在频域采用对数功率谱
表示保证了功率谱的正值特性且易于实现带遗忘因子平滑算法，并针对算法的收敛速度与收敛精度之间的矛盾，

提出一种变遗忘因子的自调整算法，推导了算法的收敛条件，在此基础上设计了遗忘因子按响应谱取指数平均

的自调整方法及相应的迭代算法。仿真验证了文中设计的优化谱均衡算法较传统的均衡算法时间上降低了近

５０％，稳态误差减小了约９０％。
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　　随机振动谱均衡的控制目的是使试件承受的振
动功率谱与设定的参考功率谱一致，通过对功率谱

的估计，利用均衡控制算法与参考谱进行比较迭

代，最终使控制谱收敛到参考谱［１］。在随机振动

中，由于不同控制对象的特性参数存在较大差别且

系统参数不稳定的影响导致整个系统的动态特性发

生改变。为了满足控制系统的大动态范围、高精

度、均衡时间小等参数的要求，对谱估计及均衡算

法提出了很高的要求［２－３］，业界也进行了相关的研

究，如采用加权噪声功率谱估计算法，较好的分离

后平滑了噪声［４－５］；引入分频率与变步长策略，提

高迭代控制效率、降低迭代运算量［６］；采用并行

化数据处理和振动环境谱编制方法，提高机载设备

振动环境实测数据处理效率［７］；采用 Ｋａｌｍａｎ自适
应滤波器实时跟踪控制对象阻抗特性，对系统的输

入信号进行滤波修正，再实现参考谱复现方法
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等［８］，以及小波域的谱均衡算法［９－１２］。这些算法

改善了谱估计、谱均衡控制的精度，但算法的收敛

性普遍缺乏定量的理论性分析，而是采用仿真加以

验证。本文从谱均衡基本原理及传统自调整迭代算

法出发，在频域对数功率谱形式上分析了遗忘因子

对收敛速度和精度的影响，推导了算法收敛的依

据，并在此基础上设计了遗忘因子按响应谱取指数

平均的自调整方法及相应的迭代算法，满足收敛条

件下得到了最速下降的遗忘因子，有效地解决了收

敛速度与收敛精度的矛盾，为谱均衡的频域自调整

迭代算法提供优化途径。

１　谱均衡自调整迭代算法
１１　谱均衡控制原理

随机振动频谱均衡控制是相对于时域自适应控

制器的频域实现，包括系统辨识和控制综合模块，

其目的就是使振动系统在不同的负载及干扰下精确

地重现设定的振动谱。对于传递函数为 Ｈ（ｆ）的振
动系统，其激励 Ｘ（ｆ）与响应 Ｙ（ｆ）的关系可表示
为：

Ｙ（ｆ）＝Ｈ（ｆ）Ｘ（ｆ） （１）
在随机振动控制中，只关心频域的幅值特性，故将

上式变换为输入输出信号自功率谱函数的关系式，

即

Ｐｙｙ（ｆ）＝ Ｈ（ｆ）２Ｐｘｘ（ｆ） （２）
要使系统重现参考谱Ｐｒｒ（ｆ），即Ｐｙｙ（ｆ）＝Ｐｒｒ（ｆ），
则必须使激励信号的自功率谱Ｐｘｘ（ｆ）满足：

Ｐｘｘ（ｆ）＝
Ｐｙｙ（ｆ）
Ｈ（ｆ）２ ＝

Ｐｒｒ（ｆ）
Ｈ（ｆ）２ （３）

式 （３）是随机振动试验中实现频谱均衡的基本公
式。均衡的具体过程如图１所示。系统控制中通过
不断修改激励谱 Ｐｘｘ，以补偿被控系统的传输比
Ｈ（ｆ），并最终使它们的乘积与参考设定谱Ｐｒｒ相一
致，而实现系统控制必须先通过系统预辨识得到系

统频响函数 Ｈ^（ｆ）的估计。

图１　振动谱均衡原理
Ｆｉｇ１　Ｐｒｉｎｃｉｐｌｅｏｆｖｉｂｒａｔｉｏｎｓｐｅｃｔｒｕｍｅｑｕａｌｉｚａｔｉｏｎ

１２　频率响应功率谱估计方法
传统的正弦激励法的测试时间较长且瞬态激励

法精度较低，随机激励法是通过给待测系统施加一

个随机激励，测量系统的响应，以此计算系统的频

响函数，它更接近于实际的振动环境，具有能量分

布频带宽、测试效率高、易于控制的特点，并可通

过对输入、输出信号的功率谱进行平均来提高频响

函数的估计精度［１３］。设待测系统的输入、输出分

别为ｘ（ｔ）、ｙ（ｔ），如果在对输入输出进行采样时，
能够保证得到的输出序列｛ｙ（ｎ），ｎ＝０，１，．．．｝在
时序上与输入序列｛ｘ（ｎ），ｎ＝０，１，．．．｝一一对应，
对｛ｙ（ｎ）｝、｛ｘ（ｎ）｝进行 Ｎ点取样，运用 ＦＦＴ算
法可以得到Ｙｋ＝ＤＦＴ｛ｙ（ｎ）｝、Ｘｋ＝ＤＦＴ｛ｘ（ｎ）｝，
由此得到谱估计值：

Ｐ＾ｘｘ（ｆｋ）＝ＸｋＸｋ Ｐ＾ｘｙ（ｆｋ）＝ＸｋＹｋ

Ｐ＾ｙｘ（ｆｋ）＝ＹｋＸｋ Ｐ＾ｙｙ（ｆｋ）＝ＹｋＹｋ （４）

求得频率响应函数：

Ｈ^（ｆｋ）＝
Ｐ＾ｘｙ（ｆｋ）
Ｐ＾ｘｘ（ｆｋ）

或

Ｈ^（ｆｋ）＝
Ｐ＾ｙｙ（ｆｋ）
Ｐ＾ｙｘ（ｆｋ）

（５）

在测试条件不变的情况下，系统一般近似为线性时

不变系统。因而可对、｛ｘ（ｎ）｝的估计谱进行平均，
得到平滑的估计谱，以减小 Ｈ^（ｆｋ）的估计误差：

Ｓｙｙ，ｉ（ｆｋ）＝（１－ρ）Ｓｙｙ，ｉ－１（ｆｋ）＋ρＰ
＾
ｙｙ，ｉ（ｆｋ）（６）

因此：

Ｈ^ｉ（ｆｋ）＝
Ｓｘｙ，ｉ（ｆｋ）
Ｓｘｘ，ｉ（ｆｋ）

或

Ｈ^ｉ（ｆｋ）＝
Ｓｙｙ，ｉ（ｆｋ）
Ｓｙｘ，ｉ（ｆｋ）

（７）

　　这里对估计谱作了指数平均，其中 Ｈ^ｉ（ｆｋ）表
示第ｉ次的 Ｈ^（ｆｋ）计算值，ρｉ∈［０，１］为遗忘因子。
平均次数少则估计误差大，随着平均次数的增加，

频响函数增益因子估计曲线 ｜^Ｈ（ｆｋ）｜逐渐平滑，相
应的主要模态参数计算的准确性提高，一般几十次

平均可以得到非常光滑的频响函数。

１３　谱均衡迭代算法
设图１系统频率响应 Ｈ（ｆ）的初始值 Ｈ^０（ｆ），

利用已知的被控系统的输入 Ｐｘｘ，ｋ和响应输出 Ｐｙｙ，ｋ
求出它的传输比 Ｈ^ｋ＋１（ｆ）：

Ｈ^ｋ＋１（ｆ）
２ ＝
Ｐｙｙ，ｋ（ｆ）
Ｐｘｘ，ｋ（ｆ）

（８）

求得被控系统的传输比 Ｈ^ｋ＋１（ｆ）之后，就可以修正
新的驱动谱Ｐｘｘ，ｋ＋１：

９２
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Ｐｘｘ，ｋ＋１（ｆ）＝
Ｐｒｒ（ｆ）
Ｈ^ｋ＋１（ｆ）

２ （９）

将新的驱动谱 Ｐｘｘ，ｋ＋１激励系统后，可测得新的
Ｐｙｙ，ｋ＋１，求出新的传输比 Ｈ^ｋ＋２（ｆ）。从理论上讲，
假如系统没有噪声干扰且是理想的线性系统，系统

参数没有漂移现象，那么上述算法经依次迭代即可

达到理想的收敛状态。然而由于存在测量误差及被

控系统的非线性和时变性，每次求得的传输比不可

能完全相同。因此，必须通过反复迭代的过程才能

使Ｐｙｙ收敛于 Ｐｒｒ，达到并保持均衡状态。由于频
谱均衡仅要求响应信号 ｙ（ｔ）的谱形与激励信号
ｘ（ｔ）一致，并没有对两者的相位信息作出要求，
对系统的模型只需用 Ｈ^１（ｆ）表述，因此频谱均衡算
法称为非参数自调整算法或频域自调整算法。

对式 （１）以归一化频率变换到离散域，并考
虑系统噪声及测量误差ｎ（ｔ）时

Ｐｙｙ，ｉ（ｆｋ）＝ Ｈｉ（ｆｋ）
２Ｐｘｘ，ｉ（ｆｋ）＋Ｐｎｎ，ｉ（ｆｋ）

（１０）
式中 Ｐｎｎ，ｉ（ｆｋ）是噪声 ｎ（ｔ）的自谱密度的第 ｉ次计
算值，由文献 ［１０］可以得到：

Ｓｙｙ，ｉ（ｆｋ）＝（１－ρ）Ｓｙｙ，ｉ－１（ｆｋ）＋
ρ［ Ｈ^ｉ（ｆｋ）

２Ｐｘｘ，ｉ（ｆｋ）＋Ｐｎｎ，ｉ（ｆｋ）］ （１１）

Ｈ^ｋ＋１（ｆｋ）
２ ＝
Ｓｙｙ，ｉ（ｆｋ）
Ｐｘｘ，ｉ（ｆｋ）

（１２）

Ｐｘｘ，ｉ＋１（ｆｋ）＝
Ｐｒｒ（ｆ）
Ｈ^ｋ＋１（ｆｋ）

２ （１３）

　　式（１１）－（１３）的自调整迭代算法很难定量地
分析其收敛性能，且无法直接利用２１进行小波变
换后的平滑算法。因此，下面研究频域自调整算法

在对数坐标中的实现，并定量分析其收敛性能。

２　变遗忘因子的谱均衡优化迭代算法
２１　对数域频域自调整算法及其收敛性

传统的频域自调整算法直接对频谱进行运算，

不利于对信号的噪声分离，在频域采用对数功率谱

一方面能保证功率谱的正值特性，另一方面更利于

采用先进的算法对其平滑。令

ｒ＝ｌｎ［Ｐｒｒ（ｆｋ）］，ｐｉ＝ｌｎ［Ｐｙｙ，ｉ（ｆｋ）］，
ｙｉ＝ｌｎ［Ｓｙｙ，ｉ（ｆｋ）］，

ｈｉ＝ｌｎ［｜Ｈｉ（ｆｋ）｜
２］，ｘｉ＝ｌｎ［Ｐｘｘ，ｉ（ｆｋ）］

相应地响应谱的指数平均变为

Ｓｙｙ，ｉ（ｆｋ）＝ Ｓｙｙ，ｉ－１（ｆｋ[ ]）（１－ρ） Ｐ＾ｙｙ，ｉ（ｆｋ[ ]）ρ（１４）
其对数坐标形式为

ｙｉ＝（１－ρ）ｙｉ－１＋ρｐｉ （１５）
基于对数变换的频域自调整迭代算法表示为：

ｙｉ＝（１－ρ）ｙｉ－１＋ρ（ｘｉ＋ｈｉ＋ｅｉ） （１６）
ｈｉ＋１ ＝ｙｉ－ｘｉ （１７）
ｘｉ＋１ ＝ｒ－ｈｉ＋１ （１８）

其中ｅｉ表示与ｘｉ、ｙｉ不相关的零均值噪声。综合式
（１６）－（１８）可得
ｙｉ＝（１－ρ）ｙｉ－１＋ρｐｉ－１＋ρ（ｒ－ｙｉ－１＋ｅｉ－ｅｉ－１）
由于ｙｉ－１ ＝（１－ρ）ｙｉ－２＋ρｐｉ－１，从上式可得：

ｙｉ＝
ρｒ＋ρ（１－ｚ－１）ｅｉ

１－２（１－ρ）ｚ－１＋（１－ρ）ｚ－２
（１９）

其特征根为（１－ρ）±ｊ［ρ（１－ρ）］１／２，幅值为（１－
ρ）１／２，因此当０＜ρ＜１时式 （１６） －（１８）表示
的频域自调整迭代算法收敛于ｒ。当系统收敛后

Ｅ｛［ｙｉ－ｒ］
２｝＝

２ρσ２ｅ
４－３ρ

（２０）

式中，σ２ｅ为噪声的方差。可以看得，当 ρ值较大
时，算法将有较快的收敛速度，而当随着ρ值的减
小，算法的收敛精度提高。

２２　变遗忘因子的谱均衡优化迭代算法
从上分析知，ρ值的大小需要在算法的收敛速

度与收敛精度之间折衷，设想当算法的运行初期时

取较大的ρ值，以提高收敛速度；之后，减小ρ值
以提高收敛精度。下面来研究 ρｉ的变化规律，从
而得到最优的系统性能。

以遗忘因子为对响应谱取指数平均得

ｙｉ＝（１－ρｉ）ｙｉ－１＋ρｉｐｉ （２１）
其中ρｉ∈［０，１］，它随迭代次数的增加而减小。将

ｐｉ＝ｘｉ＋ｈｉ＋ｅｉ
代入上式得

ｙｉ＝ｙ^ｉ＋ρｉｅｉ （２２）
其中

ｙ^ｉ＝（１－ρｉ）ｙｉ－１＋ρｉ（ｘｉ＋ｈｉ） （２３）
在不考虑系统噪声时，使控制谱与参考谱相等并取

ｈｉ的估计值，这样得到自调整算法迭代公式为

ｘｉ＝
１
ρｉ
［ｒ－（１－ρｉ）ｙｉ－１］－ｈｉ （２４）

其中系统的频率响应函数由卡尔曼滤波器进行估

计，其为

ｈｉ＋１ ＝ｈｉ＋αｉ［ｙｉ－（１－ρｉ）ｙｉ－１－ρｉ（ｈｉ＋ｘｉ）］

（２５）
通过对费用函数Ｅ｛（ｈｉ－ｈ）

２｝最小化，其中ｈ是系
统频率响应函数的真值，得到的αｉ应满足：

１
αｉρｉ

＝１＋ １
αｉ－１ρｉ－１

（２６）

此时有

ｌｉｍ
ｉ→∞
Ｅ（ｙｒ－ｒ）

２

ρ{ }
ｉ

＝σ２ｅ （２７）

０３



　第 ５期 罗中良等：一种频域谱均衡自调整迭代优化算法

　　上式说明了优化的频域自调整迭代算法非常好
的一个特性，即当 αｉ以式 （２６）规则选择时，系
统响应谱的波动随遗忘因子 ρｉ的减小而趋向于零。
可得

ｘｉ＋１ ＝ｘｉ＋［
１
ρｉ
－１］［ｙｉ－１－ｒ］－

［
１
ρｉ
－１＋αｉ］（ｙｉ－ｒ） （２８）

　　如此不断的迭代，控制功率谱将收敛于参考功
率谱。

２３　迭代算法仿真
仿真取系统激励初值与系统响应初值为零，系

统噪声取均值为零、方差为１的高斯噪声，设定参
考谱ｒ为１０，系统的频率频响函数 ｈ取１，系统频
率响应函数初值ｈ０取０。图２是没有加入噪声时的
基于对数变换频域自调整迭代算法仿真结果。

图２　基于对数变换的频域自调整算法仿真 （未加入噪声）
Ｆｉｇ２　Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｏｆａｄａｐｔｉｖｅｒｅｇｕｌａｔｉｏｎａｌｇｏｒｉｔｈｍｂａｓｅｄ

ｏｎｌｏｇａｒｉｔｈｍｉｃｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ（ｕｎｎｏｉｓｅｄ）

图２较明显的表明随着 ρ的减小暂态时间增
长，系统的响应的调整速度变慢；而当系统加入噪

声时，如图３所示。小的ρ值确提高了消除系统噪
声的能力，但这是以系统的响应速度为代价的，两

者是一个不可调和的矛盾；而对于优化的频域自调

整迭代算法，有效地解决了这一对矛盾，其仿真结

果如图４所示。从图４可以看到系统不仅具有快速
的响应性能，而且具有较强的消除系统噪声的能

力。比较图４（ａ）、（ｂ），可以看出当ρｉ的下降速
率增大时，收敛速度和抗干扰能力均有提高，然而

如果的下降速率大于１／ｉ时，依据式 （２６）αｉ的取
值必将发散，即随ｉ值的增大而增大，这样将造成
计算上的溢出，因此在保证算法可靠性的前提下的

下降速率不应大于。上述结果可以表明优化的频谱

均衡算法较传统的均衡算法的均衡时间降低了近

５０％，稳态误差减低了约９０％，均衡结果较理想。

图３　基于对数变换的频域自调整算法仿真 （加入噪声）

Ｆｉｇ３　Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｏｆａｄａｐｔｉｖｅｒｅｇｕｌａｔｉｏｎａｌｇｏｒｉｔｈｍｂａｓｅｄｏｎ
ｌｏｇａｒｉｔｈｍｉｃｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ（ｎｏｉｓｅｄ）

图４　优化的频域自调整算法仿真 （加入噪声）

Ｆｉｇ４　Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｏｆｏｐｔｉｍｉｚｅｄａｄａｐｔｉｖｅ
ｒｅｇｕｌａｔｉｏｎａｌｇｏｒｉｔｈｍ（ｎｏｉｓｅｄ）

３　结　论
采用对数功率谱保证了功率谱的正值特性，分

析了遗忘因子 ρ值对算法收敛速度与精度之间影
响，提出均衡算法迭代初期应取较大值以提高收敛

速度，后期应取较小值以提高算法的收敛精度。并基

（下转第４８页）
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于此思想，设计了遗忘因子按响应谱取指数平均的

自调整方法及相应的迭代算法，在算法的收敛速度

与收敛精度之间取得较好的平衡。仿真结果表明优

化的频谱均衡算法较传统的均衡算法的均衡时间降

低了近５０％，稳态误差减低了约９０％。
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